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1 はじめに

線形方程式 Aズ =Bを 最近点丸めの事前誤

差評価を用いて評価を行い,GPU上での実装

を可能にする。Ⅳ幼 を浮動小数点数の集合とす

る。本報告における計算はIEEE754に基づ く

倍精度精度浮動小数点演算を用い
[珂 ,アンダー

フロー,オーバーフローは起こらないと仮定す

る。Oish―Rump力鴻筵献 121に おいて,IEEE754
に基づ く丸めモードの変更を用い,連立 l次方

程式 ス″=b,A∈ IW×
p,b∈

『

ιとこおける解を

精度保証付きで求める方法を提案している。こ

れは,線形方程式にも拡張が可能である。

線形方程式 Aズ =β において区間を持った

Bを以下のように表す。(■ ∈F帰×pは区間を

持たない
)

β=<midB,radB>     (1)

このとき,midB∈
「

泳pは
βの中心.radB∈

「

を×pは Bの半径を表す。ア ∈lFD×
pを

近似解.

Rcl「D×のとしたとき, ‖RA一 r‖∞≦1であ
れば,Aは正則であり,Aχ =β における精

度保証式は,区間を持った線形方程式の場合も

同様に

‖ズーえ||∞ ≦‖冗(■え―B)||∞

1-‖RA― r‖∞

と詞剛両さオtる 。

2 先行研究

連立 1次方程式 A″ =う においては,以下の

評価式が成立する。

レー到∞≦   .0

五″=う における上記した精度保証式を評価す
るために

,‖ RA― /11∞ ≦αと‖R(スを一β)||∞ ≦

βを丸めの向きを変更する手法で求めるアルゴ

リズムを以下に記す。本報告中のアルゴリズム

はコード記述の簡略化のためにMttlab,INT―

LABに おける関数に似たコードで記述する。

Algorithm■ (OiShiand Rump 121)。Ac「2×砲
,

b∈ 躁 XTb,2を ■2=う の近似解,尻 を Aの
近似逆行列 としたとき,丸めの向きを変更して

1隠ユーrll∞ の上限αと‖R僻アーβ)||∞ の上
限βを求めるアルゴリズム

functiontα ,βl=Std・ rnd(A,b,万 ,R)

setЮund(-1)

g=n(RA_/),

生=n(Aを _b);

setround(+1)

G=a(■ス_r),

生=n(Aπ _b),

α=n(|lmax(l gl,lθ l)||∞ ),

鮪d=7,
″rad=rmid~島

setround(-1)

せ=n(R.Tmid);

setЮund(+1)

J=n(R.rmid),

β=R(|lmaX(IJ,|ヨ )+IRI・ Trad‖ ∞);

Ogtta―Rump―Oishiが (3)の 関係式において,

最近点丸めにおける浮動小数点演算の誤差評価

を用いて,丸めモードの変更を用いない手法を

提案している旧〕.n(・ )は括弧内の計算をすべて

最近点丸め方向に計算を行つたことを表す。こ

のとき,(3)の関係式は最近点丸めにおける計

算のみを用いて,以下のように計算される.

レー到∞≦n(岬 ).④

u=2~53,c=(1,― ・,1)T∈ Ⅳ

物=nl_掏u'協 =n(丁士境顧)

と定義する。本報告では,ア ンダーフローが起
こらないと仮定するため,文献 plにおける誤

(2)



差評価式を用い精度保証式 (3)に おけるαを再

評価する。

/=R(RA)

とすると

‖RA_r‖∞≦‖″―r‖∞+‖ 9托 |£‖ス|||∞ (6)

このとき

‖協1冗 |IAIII∞  = |1物 IRI(IAIC)||∞

≦ ‖物IRI(1+u)の
~ln(IAle)||∞

≦ ‖物(1+u)娩
-1■

(IR‖ AIC)‖∞

< n(包生望
叫Ⅲ塾】1!空

L4)

=i cl             (7)

次に

ln(ν ―r)_(″ ―r)| ≦ u・ r

≦ R(u・ r)

(8)

よつて
,

‖ν―rll∞ ≦ |ln(7-r)‖ ∞+|ln(u.r)||∞

(9)

同様 に最近点丸めを用いて ノルムの評価 を行

うと
,

牌V― 到 ∞ ≦ n(¶
)

=: C2       (10)

と

|ln(u・ r)||∞  ≦ R(|lu・ rll∞
)

=: C3      (11)

となる。よって,‖ RA― r‖ ∞の上限は,cl,c2,C3

より

‖RA_r‖∞ ≦ cl+C2+C3
≦ (1+u)2■(cl+C2+C3)

≦ n(臀 )。 り

このアルゴリズムを以下に記す。

Algortthm 2■ ∈Fれ
×p,Rを Aの近似逆行

列としたとき,‖RA― rll∞ の上限αを求める
アルゴリズム

functiontα〕=Alpha(■,R)

Cl=n(             )

ν =n(RA)

C2=n(坐
Y七乳手Ⅲ

聖
)

C3=n(|lu.rll∞ )

α=n(聖
五1警デ計

生
)

3 本報告における手法

連立 l次方程式における精度保証法を線形方

程式 Aχ =Bに拡張し,β が区間を持つ場合

において,事前誤差評価を用いた最近点丸めの

みを用いた手法を提案する。Bが区間を持つと

き,‖
RA― rll∞ ≦αと‖R(Aズ ーB)||∞ ≦βを

丸め変更する手法で求めるアルゴリズムを以下

に記す。

Algorithm 3 A∈ Ⅳ ×p,midB∈ Ⅳ XT3,ア を

ユズ =Bの近似解,Rを スの近似逆行列とした

とき,丸めを変更して |IRA― /11∞ の上限αと

‖Rμχ ―B)||∞ の上限βとerrOrを 求めるア

ルゴリズム

functioniα ,βI=Std.rnd.int(■ ,β ,え ,R)

setround(-1)

g=n(RA_r);

ビ=n(■χ _midB);

setround(+1)

G=R(尻A― /);

F=n(■χ _midB),

α=n(|lmax(l gl,lθ l)||∞ );

鮪 =   ;

″rad=rm錮 ~mid(ェ )+rad(⇒ +rad(F),

setround(-1)

と=n(R.rmid);

setround(+1)

J=R(尻 ザmid);

β=n(|lmax(IJ,1司 )十 1£卜rrad‖ ∞);

線形方程式スズ =Bに おける精度保証法に

おいて,Aは区間なしを仮定しているため,α

(5)



はAlgprtthm 2と 同様である。次に |IR(■ズー

β)||∞ の評価を行う。Bは区間を持ち,β =<
midB,radB>と 表されるため

,

スズ ーβ

∈<n(■χ _midB),radB+勒
2+1(IA‖え|+lradBI)

となる。ここで

Mid=R(スアーB)

Rad=radB+物 +1(IA‖ え|+IBI)

とおくと
,

‖尻(■χ―β)||∞

≦||IR o Midl+IRIR譴 ||∞

≦
||IR,Midl+IRlradB

+挽+1(IRIIAIIえ |+IRIlmid BI)||∞

≦
||IR・

Midl十 1尻 |・
radB+物+1(IRIIAIIア |

十1£|lmidBI)+物 IR‖M�
l‖

=||1冗 ,MidlC十
1£lradB・ e

+物 +1(IRIIAIIア IC+IRIlmi BIC)

+協 IR‖M』 lell∞

このとき

(13)

IR(R・ Mid)|

≦ (1+u)p-1■ (ln(R o Mid)IC)

<R(旦
弓Ⅲど;号伴

ヒ
)

=:sl             (14)

次に

IRlradB o C

≦ 1尻 |(1+u)η
~ln(radB.c)

≦ (1+u)2p-1■ (1冗 |(radB・ C))

<n(          )

=:32              (15)

また

物+1(1尻 |IA‖ズIC)

≦物+11買 |(1+u)22-1■ (IAI(|え IC))

≦物+1(1+u)3p-1■ (|£ |(|ス |(|ズ IC)))

次 に

物 +11尻 |lmidBle

<n(主竺壁
1子ll嘉1}型

三立
)

>      =:じ 4             (17)

最後に

物 IRIIM� lC

<a(色竺里
!【些】Y【

型

=立)

=:S5            (18)

ここで,||■(Aχ ―B)||∞ の評価を行う。

‖R(Aズ ーB)||∞

≦|ISl+S2+33+34+δ 5‖∞

≦‖((1+u)4flsl+32+∂ 3+じ4+S5)||∞

(1-5u) )   (19)

このアルゴリズムを以下に記す。

Algorithm 4 A∈ FD×句
,midB,radB∈ F藤 抱

,ア

を■ズ =β の近似解,■ をスの近似逆行列 とし

たとき,‖£(】メーβ)||∞ の上限βを求めるアル
ゴリズム

functiontβ 〕=Betaint(■ ,β ,ズ ,見)

Mid=n(Aア _B)

Rad=radB+挽 +1(IA‖ χl+IBI)

乳 =n(ユ
号1多身計

溢を
)

32=n(         )

じ3==n(色空望
埓ll;Ⅲよ

上ヒ辺
)

S4=n(Tど
科|ョP】疋)

じ5==n(            )

β=・
(性

上止ど生
お呈≒美手

笙上些逃豊
)

4 数値実験

それぞれのアルゴリズムを実装し数値実験を

行った。各項目において,異なる行列で 10回

計算を行い,そ の平均値を表に表す。表におけ

る"Pは α≧ 1と なった場合であり,精度保証

失敗を表す。

<■
(

艶 十 S2+S3+∂ 4+35 ∞

(16)



・ 計算環境

1,CPU:Intel(RI Xeon(RI CPU X5680

@3.33GHz(ハ イパースレッディング有

/24コ ア相当)

2.WIemory:96 GB

3.OS:Yellow dog Linux for CUDA 6.1

4.GPU:NVIDIA TeslaC2070

5。 MttLAB(R2012a,Parallel computing

tool boxl,GotoBLAS2 1.13

・ テス ト行列の作成方法

表 1.各手法による。の精度保証結果の比較

n stdornd.int stdttnt std_int GPU

100 3.00e-12 2.99e-10 2.99e-10

500 6.66e-10 8.83e-09 8.81e-09

1000 1.42e‐10 2.63e-08 2.63e-08

2000 3.68e-10 9.43e-08 9.44e-08

5000 9。 23e-09 3.99e-06 3.99e-06

10000 1.65e-08 1.06e-05 1.06e-05

表 2.各手法による‖α―あ‖∞の上限の結果の比較

n std.rndoint std�nt std_int CPU

100 1.22e-10 3.32e-08 3.32e-08

500 2.15e-09 4.59e-06 4.59e-06

1000 6.10e-09 2.70e-05 2.70e-05

2000 1.47e-09 1.92e-04 1.92e-04

5000 7.53e-04 2.02e-02 2.02e-02

10000 1.10e-06 1.07e-01 1.07e‐01

5 まとめ

本報告では,β が区間を持つような線形方程

式 AX=β における最近点丸めのみを用いた

精度保証法を提案した。また,最近点丸めを用

表 3各手法の計算時間 (秒)の比較

100 0.018 0.0103 0.0281

500 0。 105 0.096 0.086

1000 0.432 0.293 0.238

2000 4.084 1.896 1.018

5000 29。 69 22.23 8.463

10000 261.8 159。6 52.87

COnd2(■ ) std.rnd.int stdttnt stdttnt CPu

10Z 3.60e-12 8。 90e-10 9,01e-10

104 1.07e-10 4.77e-08 4.84e-08

106 5。 25e-09 3,33e-06 3.39e-06

10も 3,30e-7 2.59e-04 2.64e-04

10・
υ 2.27e-05 2.20e-02 2.20e-02

1012 1.80e-03

表 5.条件数を変えた場合における
||″ ―あ‖∞の上限の

比較 (n=lo00)

randn(`tate',1)

A=randn(n)

A=gallery(ケaη

'∂

υ』′,拘,10S,3,2,■,1)

B=A*ones(n)

B_=midrad(β ,u*abs(B))
midB=B
radB=u。 lmidBI

表 4.条件数を変えた場合における。の上限の比較R=inv(A)
ア=Aヽ B                    (n=1000)

3 の

n std.rnd.int stdttnt stdttnt GPU

cond修 (■ ) std.rndoint stdint stdttnt CPU

10Z 2.21e-10 9。 15e-07 9,15e-07

104 7.44e-09 4.91e-05 4.91e-05

10° 4,42e-07 3.4e-03 3.4e-03

108 3.15e-05 2.68e-01 2.68e-01

101υ 2.5e-03 22,7 22,77

10・
Z 2.13e-01



いたため,GPUへ の実装可能性も同時に示し

た。

提案手法を用いると丸めの変更を行った場合に

比べ,計算時間は改善されるが精度が悪 くなる。

また GPUを用いて計算を行うと掏が大きくな

ると,計算速度が上がるという結果が得られた。

提案手法では,条件数をlo12以上にすると精度

保証に失敗するという結果が得られた。これは
,

事前誤差評価を用いたために起こる過大評価で

ある。
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